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Anotace

Cilem této vyzkumné zpravy je predstaveni dvou metod: ladéni PI regulatoru pomoci tvarovani
Nyquistovy krivky a umisténi pdlii pomoci stavové zpétné vazby. Nejprve je teoreticky popsana
metoda ladéni Pl regulatoru pomoci tvarovani Nyquistovy krivky. Dale bude predstaven pouzity

algoritmus na prikladu v simulaénim nastroji Matlab.

V druhé Casti prace bude predstavena metoda umisténi péll prifazenim vhodné Jordanovy
formy. Bude proveden teoreticky popis metody a dale budou uvedeny priklady pouziti metody
v Matlab.
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Seznam symbolii a zkratek

PI  Proporcionalné-integracni regulator
ZV  Zpétna vazba
S(s) Citlivostni funkce

T(s) Komplementarni citlivostni funkce
Proporcionalni zesileni

ki Integracni zesileni

x stav systému
vstup

vystup

U
)

J moment setrvacnosti rotoru
b konstanta viskdzniho treni

Ke konstanta elektromotorické sily

Kt konstanta momentu motoru
elektricky odpor

indukénost

matice systému

R

L

A

B matice fizeni
C'  matice vazeb vystupu na stav
D

vazeb vstupu na vystup
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1 Metoda tvarovani Nyquistovy krivky

1.1 Uvod

PID regulator dnes predstavuje standardni a osvédcené feseni pouzitelné pro prevaznou vétsinu
priimyslovych regulaci. Nelze vSak Fici, Ze existuje néjaka standardni a vSeobecné prijatd metoda
navrhnu PID regulatoru na zdkladé zndmého modelu Fizené soustavy. Je zndmo, Ze splnéni
standardnich navrhovych pozadavkil na regulaéni smycku (napf. bezpeénost v zesileni a ve

fazi) Ize dosahnout vhodnym tvarovanim Nyquistovy kFivky.

V této zpravé bude ukadzan navrh parametrd Pl reguldtoru metodou robustnich region, tj.
tvarovanim Nyquistovy krivky. Algoritmus navrhu Pl reguldtoru byl vypracovan v programu
Matlab. Vysledek byl ovéfen pomoci jednoduchého a snadno dostupného internetového néastroje
pro navrh PID regulatoru, ktery je mozné nalézt na PIDlab.com. Pl regulator byl pouzit pro

systém druhého tadu s dopravnim zpozdénim.
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1.2 Princip metody tvarovani Nyquistovy krivky

Je zndmo, ze pozadovanych vlastnosti uzaviené smycky (robustnosti ve stabilité, presnosti a
kvality regulace) Ize dosdhnout vhodnym tvarovanim (kompenzaci) frekvenéni charakteristiky
otevrené smycky. Grafickd podoba frekvenéni charakteristiky v komplexni roviné je nazyvana
Nyquistova kfivka. Vhodnym tvarovanim Nyquistovy kfivky je mozné nalézt vhodné parametry

Pl regulatoru. Tato udloha se nazyva tvarovani frekvencni charakteristiky neboli loop shaping.
V nésledujicich rovnicich jsou nejprve popsany rovnice pro citlivostni funkci S(s) a komple-

mentarni citlivostni funkci 7'(s). Déle je zde uvedena omezujici podminka navrhu regultoru

(soucet obou téchto funkci je 1).

— 1 1
T 14+P(s)C(s) 1+L(s)

[SGw)| < e

H LW H < 6
11+ Ljw)|| < X
S(s)+T(s)=1

Pro nalezeni vhodnych parametrl Pl regulatoru je nutné nejdfive vhodné zvolit tzv. tvarovaci
bod. Tvarovaci bod je zvolen v komplexni roviné v zavislosti na pozadované bezpecnosti ve

fazi a bezpecnosti v amplitudé.

Nejprve pozadujeme, aby Nyquistova kfivka L(jw) pro frekvenci w prochazela bodem X =
u + jv komplexni roviny (tvarovaci bod). Nasim dkolem je nalézt vSechny péry k a ki Pl

regulatoru, pro které plati L(jw) = X.
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Vyrazy pro parametry Pl reguldtoru k a ki definuji parametrickou kfivku s parametrem w v
roviné parametrl regulatord ki, k. Tato krivka spolu s osami K;, K rozdéluje parametrickou
rovinu na nékolik oblasti (regionti). Je zfejmé, Ze hranice oblasti odpovidaji takovym paramet-
rim Pl regulatoru, kdy Nyquistova kfivka prochazi bodem X. VSechny body uvnitt libovolného
regionu maji tu vlastnost, ze bod X lezi na téze strané odpovidajici Nyquistovy krivky. Poza-
dovana relativni poloha bodu a Nyquistovy krivky je obvykle splnéna pouze v jediném regionu.

Ten potom obsahuje vSechny parametry Pl regulatoru, které splfiuji tvarovaci pozadavek [1].

Analogicky lze postupovat i v pfipadé pozadavku na omezeni citlivostni funkce L(jw) nebo na
omezeni komplementarni citlivostni funkce 7'(jw):
N 1 _ 1
SUW) = 5pgwecw = Trigw
sup [[S(jw)|| < Ms
T(jw) = L(jw)
(

1+ L(jw)
sup || T (jw)|| < Mr

kde MgaMr jsou navrhové parametry (omezeni kladend na prubéh frekvencni charakter-
istiky).

Lze snadno ovéfit, ze plati S(s) + T'(s) = 1, coz je jedno ze zakladnich omezen{ p¥i navrhu
zpétnovazebniho regula¢niho obvodu. Nelze naptiklad navrhnout regulator, ktery by soucasné
zajistil obvod necitlivy vici poruse a vici referencnimu signalu. V praxi je tedy nutné volit

priority pro jednotlivé frekvencni rozsahy.

Podminka robustni stability byva pro Gcely navrhu reguldtoru s pomérnou malou chybou apro-

ximovana tzv. smienou citlivosti (mixed sensitivity):
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H W, (5)So(s)
WM<S>T0(S)

‘51 (4)

Pti klasickému loop shapingu tvarujeme velikost frekvencni charakteristiky oteviené smycky
L(jw) = Q(jw)G(jw). Do tohoto procesu zpravidla neni zahrnuta zadna optimalizace, ale
pouze jistd zakladni pravidla a nase zkusenosti, pficemz cilem je ziskat || L(jw)|/tak, aby méla

pozadovanou Sitku pfenaseného pasma, neprekrodila rezonancni prevyseni, atd.

Navrh je pfimocary a transparentni, na druhou stranu, ale tento postup nebere pfimo v Gvahu

prenosy uzaviené smycky. Proto se vyuziva také moznosti tvarovani pfimo funkci S(s), T'(s).

Citlivostni funkce S’ je velmi dobrym ukazatelem chovani uzavrené smycky. V idealnim pripadé
pozadujeme, aby .S bylo malé a proto ndm staci zabyvat se pouze amplitudou citlivostni funkce.
Typicky je S malé na nizkych frekvencich, ale z dlivodu strikni ryzosti realnych systém{ se na

vysokych frekvencich dostava az k 1.

1.3 Priklad

Za Ucelem ovéreni spravnosti popsaného postupu byla metoda pouzita na prikladu systému

druhého ¥adu s dopravnim spozdénim. Systém je popsan prenosem:

exp(—100 - s)
400-s2+50-s+1

(5)

Pro spravny navrh parametri Pl regulatoru byl dan pozadavek na minimalni bezpecnost v
zesileni 2 (B > 2) a minimalni bezpecnost ve fazi 60 deg (Br > 60 deg), ktery je ekvivalentem
pozadavku, aby body X; = —0,5 a X, = —0,5(1 + j/3) leZely nalevo od k¥ivky L(jw)
(postupujeme-li po ni ve sméru rostouci frekvence) nebo aby lezely pfimo na této kfivce.

Ptipoustime pouze kladné hodnoty parametrli k a ki, jsou zajimavé jen regiony v prvnim
kvadrantu. Hranice region( odpovidaji parametriim Pl regulatoru, které vedou na Nyquistovy

krivky prochazejici body Xia Xs.

Ze viech moznych feSeni je vhodné vybrat ten bod, ktery ma nejvétsi souradnici ki. Je tomu
tak proto, ze prislusny Pl regulator ma nejvétsi zesileni na nizkych frekvencich a dosahuje

nejmensi hodnoty kritéria:

@:/mm (6)

pFi skokové poruse na vstupu fizené soustavy [2].
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Myquist Diagram

Imaginary Axis

Feal &xiz

Obr. 1: Nyquistova kfivka daného systému

1.4 Simulace v programu Matlab a ovéreni vysledkii v PIDIlab

V nésledujicim odstavci je predstavena simulace prikladu uvedeného vySe. Simulace je prove-
dena v programu Matlab. Jeji vysledky jsou ovéreny s programem PIDlab, volné dostupnym
na internetu [3]. Pro simulaci v Matlab a nasledné ovéfeni v PIDlab byl pouzit stejny systém

jako v predchozim odstavci, a tedy systém druhého fadu s dopravnim spozdénim popsany:

exp(—100 - s)
400-s2+50-s5+1

(7)

Na obr.1 je mozné vidét Nyquistovu kfivku daného systému. Na obr. 2 jsou vykresleny dané
parametry Pl regulatoru pro dany systém a danou bezpecnost ve amplitudé a ve fazi. Parametry

jsou vykresleny v programu Matlab.

Na obr.3-5 jsou vysledky v Matlab ovéreny v programu PIDlab volné dostupnym na internetu.
Na obr.3 je ukdzan zpisob zadani parametrd systému do programu PIDIlab a graf vyslednych
parametr( reguldtoru. Na obr.4 je zobrazena prenosova funkce systému, na obr.5 je zobrazena

Nyquistova krivka systému a jeho odezva na jednotkovy skok.

1.5 Zavér

V této zpravé je predstaven navrh Pl reguldtoru zaloZzeny na metodé tvarovani Nyquistovy

krivky. Tato metoda déle umoznuje navrhnout PID regulator se dvéma stupni volnosti pro
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Obr. 3: Tvarovani Nyquistovy krivky v programu PIDlab
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navrhové pozadavky bézné pouzivané v praxi, tj. bezpecnost v zesileni a bezpelnost ve fazi.
Metoda je pouzitelna pro libovolny linedrni systém (nestabilni, neminimalné fazovy) s doprav-
nim zpozdénim. Nejvhodnéjsi je tato metoda pro nekmitavé nebo slabé kmitavé procesy, u
kterych jsou pozadavky na tvar Nyquistovy krivky dobfe zndmy. Pomoci tohoto kritéria vSak
neni mozné specifikovat pozadavek na hladkost prechodové charakteristiky.
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2 Prirazeni poli stavovou zpétnou vazbou

Zpétnou vazbou se snazime priradit systému nami pozadované chovani, které budeme urcovat
zvolenymi pdly. Rozmisténi polii uzavieného systému v libovolné predem zadané body kom-
plexni roviny a rlizna zobecnéni a modifikace této ulohy tvori intenzivné se rozvijejici predmét
teorie automatického fizeni nazyvany casto modalni fizeni. PSliim odpovidaji prislusné vlastni
volné pohyby systému, které se Casto nazyvaji mody. Je mozné chapat modalni Fizeni jako
zobecnéni techniky geometrického mista korenli. V této Casti budou popsany metody prirazeni

poll stavovou zpétnou vazbou.

2.1 Uvod

Dynamické chovani autonomniho systému je dano vlastnimi Cisly matice dynamiky. Chceme-li
zmeénit jeho vlastnosti, napr. z nestabilniho systému udélat stabilni, nebo z pomalého systému
rychly, zavedeme zpétnou vazbu. Jednim z vyznamnych problém( v teorii linedrnich systémi
je prirazeni poli zpétnou vazbou. Zpétnou vazbou se snazime priradit systému nami pozado-
vané chovani, které bude uréeno zvolenymi pély. Jestlize volime pély redlné (imaginarni slozky
B jsou nulové), vysledny regulani pochod bude aperiodicky. Pokud se mezi zvolenymi pdly
budou vyskytovat dvojice péli komplexné sdruzenych, bude vysledny pochod kmitavy. Rych-
lost regulaéniho pochodu je dana velikosti redlnych slozek péli. Cim budou vzdalengj$i od
nuly (v zdporném smyslu), tim bude regulaéni pochod rychlejsi, ovSem s vy$simi naroky na
akéni veli¢inu. Samoziejmé, Ze pdly nemusi byt zvoleny jako riizné, mohou se vyskytovat pédly

vicenasobné.

2.2 Zpétna vazba

Je uvazovan systém popsany danymi statovymi rovnicemi systému:

(8)

V tomto pripadé x reprezentuje stav systému, u predstavuje jeho vstup a y vystup. Vlastni
dynamické chovani systému je urceno jeho autonomi &asti (tj. & = Ax), konkrétné vlastnimi
Cisly a vlastnimi vektory matice A. Chceme-li zménit vlastnosti systému, napf. z nestabilniho
systému udélat stabilni, nebo z pomalého systému rychly, zavedem zpétnou vazbu. Podle toho,

jaké hodnoty je mozné mérit, rozliSujeme stavovou a vystupni zpétnou vazbu.
Rozlisujeme nasledujici typy zpétnych vazeb:
e stavova zpétna vazba u = Fx

e vystupni zpétna vazba u = Ky
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u Systém y
% (C,A,B)

F <

Obr. 6: Stavova zpétna vazba

e vystupni dynamicka zpétna vazba U(s) = C(s)Y (s)

Zpétnou vazbou od vystupu y lze ménit pouze vlastni ¢isla matice A odpovidajici Fiditelnému

a pozorovatelnému podprostoru. Tedy pouze pdly prenosu systému.

Vlastni dynamické chovani systému je dano autonomni Casti (r = Ax), konkrétné vlastnimi
Cisly a vlastnimi vektory matice A. Protoze chceme ziskat stabilni systém, musime vSechny pdly
uzavieného systému umistit do otevrené levé poloroviny komplezni roviny. K tomuto Gcelu je

mozné pouzit zpétnou vazbu. V této praci bude navrzena stavova zpétna vazba F' (u = Fz).

K vyuZiti je mozné pouzit stavovou zpétnou vazbu v pripadé, ze mizeme méfit cely stav

systému.

Zavedeni stavové zpétné vazby zménilo plvodni matici systému. Vystupni rovnice se nezménila.

Vhodnou volbou prvki F' mizZeme libovolné (az na komplexné sdruzené dvojice) umistit vlastni
Cisla matice A, = A — BF' a to pravé pokud je soustava fiditelnd. Mizeme tedy libovolné
umistit pdly vysledného systému: det(sl — A) = det(s] — Apew) = det(sl — (A — BF)).
Stavova zpétna vazba slouzi k Fizeni stavi systémi. Je zfejmé, ze je mozné ¥idit pouze ty
stavy, které je mozné pomoci vstupu ovliviiovat (dosazitelny systém).

Volba vlastnich Cisel matice A — BF' je kompromis mezi rychlosti odezvy systému a velikosti

fidicich veli¢in u. Pro pouziti stavového regulatoru musime méfit stavy systému x nebo je
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néjak odhadovat, napriklad pomoci pozorovatele stavu.

Luenbergeriv rekonstruktor stavu Popsana metoda fizeni ve stavovém prostoru predpo-
kladaji znalost stavu fizeného systému. Z praktického hlediska je tento pozadavek nerealny.
Vychodiskem z této situace je pozorovat resp. odhadovat stav systému na zakladé mérenych

prvkl vystupniho vektoru systému.

Z hledisek ¢lenéni systémd je Clenéni na systémy deterministické a systémy stochastické. V dal-
sim se omezime na odhad stavu deterministického systému, ve kterém nepiisobi vyznamnéjsi
sumy nebo vyznémnéjsi poruchy méreni. Clen zabezpecujici odhad stavu je nazyvan rekon-

struktor stavu (estiméator, pozorovac stavu).

Je uvaZovan pozorovatelny (a tedy i rekonstruovatelny ) systém popsany:

&(t) = Az(t) + Bu(t)

(10)
y(t) = Cx(t)
V dal$im kroku je zaveden vektor odhadi stavovych velicin Z(?) :
2(t) = A'i(t) + B'a(t) + Ly(t) (11)

tlohou je navrhnout matici L tak, aby se chyba odhadu (odchylka mezi skute¢nymi a odhado-

vanymi stavovymi veli¢inami) asymptoticky blizila k nule:

e(t) = x(t) — &(t) (12)

V nasledujicich odstavcich budou predstaveny rizné metody prirazeni péli a jejich feseni je

ovéreno na prikladech v programu Matlab.

2.3 P¥irazeni polii pomoci kanonické formy Fiditelnosti

V tomto odstavci je pro tplnost predstaven jeden z moznych postupl pfirazeni poli.

Nejprve je stavovy model preveden na prenos:
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sX(s) —xo=AX(s)+ BU(s)
(sI —A)X(s) = BU(s) + x
X(s) = (sI — A)7'BU(s) + (sI — A) lxg
Y(s)=[C(sI — A)"'B+ D]U(s)+ C(sI — A)"'xg (13)
Y(s) = $3U(s) + "
p(s) = det(sl — A)
q(s) = Cadj(sI — A)B+ D
ree = Cadj(sI — A)xg

V nésledujici rovnici je predstavena kanonicka forma fiditelnosti (stavové rovnice z pfenosu):

—9 —26 —24 1
i=|1 0 0 |z+]0]u (14)
0O 1 0 0

y=[17 2]«

V dal$im kroku nazvaném transformace je stavova proménna = nahrazena novou proménnou
z uréenou linedrni transformaci soutadnic z = T'z, kde T' je nesinguldrni matice, takze plati

z=T1z.

Po dosazeni dostaneme:
t=T:=FTz+ Gu

y=HTz+ Ju
=T 'FTz+T"'Gu

y=HTz+ Ju

2= Az + Bu (15)
y=Cz+ Du

A=T7FT

C=HT
B=T"1G
D=J

Transformacni matice je znama, a tak je snadno mozné ze starych stavovych rovnic vypocitat

nové.

Pro realné aplikace je matice D = 0 - signal se Sifi konecnou rychlosti.
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Jak najit tranformacni matici pokud zname staré i nové stavové rovnice? K nalezen{

tranformacéni matice T" vyuZijeme tvaru matic A, B:

A=T'FT = AT' =T7'F

t
T 1= |t
i3
ty = t3F
t, = toF = t3F?
1 t (16)
B=T"'G=|0|=|t |G
0 t3
t3G =0
.G =0=13FG

tG =1=t3FG
]G FG F2G|=]0 0 1]

Tranformacni matice je tedy nalezena z predchozich odvozeni:

ts| G FG F?G ]:[0 01]=t=[001]||c¢ Fa F?G]_1 (17)

2.4 Stavovy regulator zaloZzeny na Ackermanové formulaci

V nasledujicim odstavci je stru¢né predstaven stavovy regulator zalozeny na Ackermanové

formulaci. Nejdfive je opét predstaven prenos systému:

i(t) = Az(t) + Bu(t)
u(t) = —Rx(t) (18)
z(t) = (A — BR)x(t)

Vlastni ¢isla (A — BR) jsou pdly stavové zpétné vazby.

Zpétnovazebni radkova matice je definovana Ackermanovou formuli:

R =eQr'P,(A) (19)

kde Fadkovy vektor e(1zn) je : e = (00...01) a Qg je matice Fiditelnosti.
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Také plati:
Po(A) = A"+ cp 1 A" b L4l Aol (20)

zbyvajici radky vypocCteme z rovnic:
tg = tgF

21
tl - tQF = t3F2 ( )

2.5 Priklady

Umisténi poli stavovou zpétnou vazbou je mozné fesSit naivnim postupem. Tento postup je

schidny pro jednoduché pripady.

%Naivni metoda — neschudna pro slozitejsi priklady
omega0=1; A=[0 1; —omega0~2 0]; B=[0; 1];
C=eye(2); D= [0;0];

pend=ss (A,B,C,D)

K=[3xomega0™2 4xomegal 2]
Anew=A-BxK
pend_FB=ss (Anew,B,C,D);

O N O 0B W N

Umisténi pold pro obecny systém je ukazano ve druhém prikladu. Rovnice v tomto pripadé
nejsou v kanonické formé Fiditelnosti. Je tedy nutné pomoci matice fiditelnosti vypocitat tran-
formacni matici T' a prevést rovnice s maticemi A, B do kanonické formy fiditelnosti. Dale je

vypoctena matice ZV, kterou je nutné dale transformovat do plivodnich soufadnic.

—_

%0Obecny system

s=tf('s’);

F=[0 1 0; 0 -2 2; 0 0 -38];
G=[0; 0; 60];

CONT=[G Fx*G FxFxG];
CONTi=inv (CONT) ;
t3=CONTi(3,:);

Ti=[t3xF72; t3«F; t3];
T=inv(Ti);

%transformace do kanonicke formy riditelnosti
Fcon=TixFxT

Gecon=TixG

© 00 ~N O 0 B W N

= = R
A W0 N = O

pOL=s"3—Fcon(1,:)*[s72;s;1]
pCL=(s+15) % (s+2+42x] ) *(s+2—2x] )

e e
~N O O

K=pCL— pOL;
Kcon=fliplr (K);

—_
[e]
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19 | [num,den]=tfdata (Kcon, 'v');

20 | Kcon=num

21 | Fnewcon=Fcon—GconxKcon

22 |% Tranformace vysledku do puvodni formy
23 |K=KconxTi

24 | Fnew=F—-GxK

25 | eig(Fnew)

26 | Sl=sxeye(3)

27 |DET=SI|—Fnew

Dalsim moznym postupem v programu Matlab je pouziti funkce place:

A=[0 1 0; 0 -2 2; 0 0 —8];
B=[0;0;60];

C=[1 0 0];

D=0;

[b,a]=ss2tf(A,B,C,D);
G=tf(b,a)

© 00 N O O B W N =

—
o

KKK=place (A,B,[—242xj, —2-2%j, —15])
Anew=A—BxKKK
[bnew, anew]=ss2tf (Anew,B,C,D)

Gnew=tf (bnew, anew)

el e
w N =

2.6 Prirazeni Jordanovy formy

Tato prace se zabyva problémem stabilizace stavovou zpétnou vazbou. Je nutné nalézt zpétnou
vazbu, kterd bude uzavienému systému pritazovat pozadovanou Jordanovu formu (pro ni bude
uzavieny systém dostateéné robustni a nebude kiehka). Pfifazeni péli stavovou zpétno vazbou
za pouZiti Jordanovy formy je mozné i pro vice rozmérné systémy. Reeni Sylvestrovy matice je
mozné pro realné i komplexni vypocty. Pro zkoumany systém je nutné nalézt stavovou zpétnou
vazbu F takovou, aby matice dynamiky uzavieného systému Ao = A+ BF méla pozadovanou
Jordanovu formu. Takovych zpétnych vazeb je obecné nekonecné mnoho. Je nutné se dale
zabyvat problémem navrhu zpétné vazby, kterd bude dany systém jednak stabilizovat a navic v
jistém smyslu optimalizovat. V praci [4] je zvolen pFitup zalozeny na miniméalni parametrizaci
mnoziny vSech stavovych zpétnych vazeb prifazujici pozadovanou Jordanovu formu, ktera vedle
stability zajiStuje i poZadované chovani uzaviené smycky. Optimalizace se tak nemusi provadét
vzhledem ke vSéem prvkiim matice zpétné vazby, ale vystacime s mnohem méné parametry, coz

je pri nasledné numerické optimalizaci velice vyhodné.
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2.6.1 Vilastni cisla

Necht A je Ctvercova matice n-tého ¥adu. Polynom p(\) = det(A] — A) nazyvame charakteris-
tickym polynomem matice A. Kofeny polynomu p(\) se nazyvaji vlastni &isla matice A. Vlastni
Cisla jsou tedy koreny prislusného charakteristickéhoo polynomu. Protoze pro vypocet korend
polynomi patého a vyssiho stupné neexistuje obecny vzorec, nelze ani vlastni Cisla matice
téchto radi vypocitat v konecném poctu krokid. Numerické metody na vypocet vlastnich Cisel
se lisi podle toho, zda chceme nalézt vSechna vlastni &isla (Gplny problém), nebo jen néktera

(Castecny problém).
Podminky existence:
e (A, B) jsou Fiditelné

e A, B nemaji spolecna vlastni ¢isla

2.6.2 Princip metody

Matice A a L jsou podobné pravé tehdy, jesltize existuje regularni matice 1" takova, ze A =
TLT-'. Jeli matice A podobni matici L, potom maji stejna vlastni &isla (o(A) = o(L)),
det(M\ — A) = det(M\ — TBT™'). Rovnost vlastnich ¢&isel nepostaluje pro platnost tvrzeni
A ~ L. Naproti tomu stejné Jordanovy formy matic A a L jsou nutnou i postacujici podminkou
pro A~ L.

Chceme-li tedy pritadit zpétnou vazbou skutecné vsechny spektralni vlastnosti zvolené matice

dynamiky L, potom musime pfifazovat Jordanovu formu a nikoli pouze vlastni Cisla.

Pro uvedeny systém tak chceme nalézt stavovou zpétnou vazbu F' takovou, aby matice dy-
namiky uzavreného systému A+ B F' méla pozadovanou Jordanovu formu. Takovych stavovych
zpétnych vazeb je obecné nekone¢né mnoho. Problémem navrhu stavové zpétné vazby, ktera

bude dany systém jednak stabilizovat a navic i v jistém smyslu optimalizovat se zabyva [4].

A+ BF =TLT™! (22)
Po Gpravé dostaneme Sylvestrovu matici:
AT —TL+ BFT =0 (23)

H=FT

(24)
AT —TL+BH =0
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H je parametrickd matice. Pokud je (A, B) Fiditelna, L je mozné prifadit. Matice A a L

nemaji v tomto pripadé stejna vlastni Cisla, T' vyhovuje Sylvestrovské matici.

Stavovou zpétnou vazbu, kterd systému (A, B) prifadi pozadovanou Jordanovu formu L, Ize

vyjadrit ve tvaru:

F(H)=HT '(H) (25)

Vysledkem je nasledujici procedura pro vypocet zadané zpétné vazby F":
e Zvolime ndhodné matici H — randn(m,n)

e \/yfeSime maticovou rovnici (soustava linedrnich rovnic) X = lyap(A, —L, B x H)
AX - XL+BH =0

Redeni X je regularni.
A+BHX ' = XLX!
F=HX!

je hledana zpétnovazebni matice F' = H - inv(X), ktera resi pfifazeni Jordanovy formy

pomoci zpétné vazby.
Ptirazeni Jordanovy formy pro linedrni vicerozmérny fidici systém je formulovan a vyresen
pomoci Sylvestrovy matice.
Vechna FeSeni jsou parametrizovdna matici H, F(H) = HX ' (H).

Parametrizace pomoci matice H je redundantni, tedy dava prebytecny pocet parametrd, ktery
by zejména pri nasledné numerické optimalizace stal velmi nezddoucim. Proto je uzite¢né
prejit k minimalni parametrizaci, ¢imz se pocet parametr(i vyrazné snizi. Problémem minimalni

parametrizace se zabyva [4].

2.6.3 Piiklady

Inverzni kyvadlo Prtiklad s vyuzitim Jordanovy formy byl pouZzit pro model inverzniho ky-

vadla na voziku:

= Ax + bu
(o] o1 o ol[a ] o]
mg 1
20 P A N R )
| 000 BE 0| | |
o(A) = {0,0, + W&’lm}
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Z vlastnich Cisel matice A je zfejmé, Ze systém (A, D) je nestabilni.

Systém (A, b) je Fiditelny. Matice ¥iditelnosti ma plnou hodnost:
rank [ b Ab A% A% | =4

Pro zvolené hodnoty m = 0.1kg, M = 2kg, | = 0.5m, g = 9.81m/s? vychazi vlastni &isla
matice A : 0(A) = {0,0,—4.53,4.53}. Pokud chceme, aby vlastni &isla lezela v: (A + bk) =
{—4,-3,-2,—1}, je nutné zvolit k nasledovné: k = [ 244 510 —-56.8 —12.5 } Zde je

uveden priklad vypoctu v programu Matlab.

% jednorozmerny system — prednaska
m=0.1;

M=2;

| =0.5;

g=9.81;

A=[0, 1, 0, 0; 0, O, mkg/M, 0; 0, 0, 0, 1; 0, 0, (Mtm)xg/(M«l), 0];
eig(A);

B=[0; 1/M; 0; 1/(M«xl)];

CO = ctrb(A,B)

rank (CO)

H=randn (1,4);
L=[-4,0,0,0;0,-3,0,0;0,0,-2,0;0,0,0,—-1];
J=jordan(L);

X=lyap (A, —L,BxH);

F=Hxinv (X);

© 00 N O 0B~ W N =

= e
g W N = O

Vicerozmérny sytém Zde je uveden priklad pouziti pritazeni p6li pomoci Jordanovy formy

pro vicerozmérny systém. Vicerozmérny systém je popsan maticemi:

01 0 0
a_ |00 50
0 0 0 1
- - M - (27)
0
L
B=| M
0
1
L M-l ]

1 [%vicerozmerny system

2 clear; clc;
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A=[1,0,1,3,0;, 0,1,1,2,1; 1,2,1,3,3; 2,2,0,2,1; 0,1,2,2,3]
eig(A)

B=[1,0;0,0;0,0;0,1;0,0]

CO = ctrb(A,B)

rank (CO)

H=randn(2,5) ;

L.=[-1,1,0,0,0; O,-1,0,0,0; 0,0,-2,0,0; 0,0,0,-1,0;0,0,0,0,0]
10 | J=jordan(L)

11 | X=lyap(A,—L,BxH)

12 | F=Hxinv (X)

© 00 N O o B~ W

Podle predchozich informaci umime explicitné vypocitat stavovou zpétnou vazbu pro nami
zadany systém. Ziskany uzavfeny systém je stabilni pro libovolnou zpétnou vazbu z mnoziny
Fs(A, B,L). V matici stavové zpétné vazby se vyskytuji ndvrhové parametry. Diky témto

parametrim je mozné zvolit matici F' tak, aby uzavieny systém byl v néjakém smyslu nejlepsi.

Stejnosmérny motor Dalsim praktickym prikladem je Fizeni proudu stejnosmérnéh motoru.

Motor je popsan nasledujicimi parametry:

(J) moment setrvacnosti rotoru 0.01 kg.m™2

(b) konstanta viskézniho tfeni 0.1 N.m.s

(Ke) konstanta elektromotorické sily 0.01 V/rad/sec
(Kt) konstanta momentu motoru 0.01 N.m/Amp
(R) elektricky odpor 1 Ohm

(L) indukénost 0.5 H

Stavovy model stejnosmérného motoru s permanentnimi magnety je popsan maticemi:

(0001 0 0]
b K
|0 = o
0o X &9
10 0 0|
" (28)
0
B—
1
L
_0_
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Fixed
field
R
ANN—r
v C_D Armature é‘@@
- circuit
Rotor
Obr. 7: Schéma stejnosmérného motoru

1|J = 3.2284E—6;
2 |b = 3.5077E-6;
3 |K=0.0274;
4 |\R = 4;
5 |L = 2.75E—6;
6
7/A=10100
8 0 —b/J K/J O
9 0 —K/L —R/L 0
10 100 0];
11{B=1J0 ; 0 ; 1/L ; 0 J;
12|C=1[100 0];
13 |D = [0];
14 | motor_ss = ss(A,B,C,D);
15
16 |[CO = ctrb(A,B);
17 | rank (CO);
18 | sys_order = order(motor_ss);
19 |determinant = det(ctrb(A,B)); % plna matice ma nenulovy determinant
20
21 |%umisteni polu pomoci place
22 |pl = —100+100i ;
23 |p2 = —100-100i ;
24 | p3 = —200;
25 |p4 = —300;
26 |K = place(A,B,[pl,p2,p3,p4])%place je pro vypocet lepsi nez acker
27
28 |%prirazeni Jordanovy formy
29 |H=randn(1,4);
30 |L=[p1,0,0,0; 0,p2,0,0; 0,0,p3,0; 0,0,0,p4];
31 |L_2=jordan(L);
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32 |X=lyap (A,—L,BxH);
33 |F=Hxinv (X)

Parametry byly nalezeny pomoci Jordanovy formy v matici F' a pomoci prikazu place v matici
K. Z vysledk( je patrné, ze obé zpétné vazby jsou stejné. Rozdilnost znamének vychazi z
predpisu pro stavovou zpétnou vazbu (u = F'z pro Jordanovu formu a u = —Fz pro prikaz

place).

0,0071
—0,0273
—3,9981

0, 3888

(29)
—0,0071 |
0,0273
3,9981
~0,3888 |

2.7 Zavér

Soucasti navrhu regulaéniho obvodu neni ovsem pouze podminka stability, kterd je nutnou
podminkou, ale také pozadavky na kvalitu fizeni. Je zndmo, Ze kvalita Fizeni (prabéhy fize-
ného vystupu popf. akéniho vstupu) je dana rozlozenim pdli prenosu uzavieného regulaéniho
obvodu. Cela klasicka teorie Fizeni vyuziva k navrhu reguldtoru néjakou formu matematického
modelu systému, ktery chceme ¥idit. Zasadnim problémem je, Ze uvazovany idealni matema-
ticky model se prakticky nikdy presné neshoduje s chovanim realného systému. Tento rozpor
je zapri¢inén mnoha divody. Napfriklad fyzikalni parametry fizeného procesu ndm nemuseji byt
presné znamy, pfipadné se mohou ménit v Case. Dale je Casto zanedbana nelinearita fizeného

systému a nesoulad vznikne diky jeho linearni aproximaci v daném pracovnim bodé.

Dalsi problém spociva v tom, Ze v obecném pripadé systému s vice vstupy uvedené pozadavky
neurcuji jednoznacné prislusnou zpétnou vazbu. Z celé mnoZiny fesSeni je potom nutné vybrat
tu zpétnou vazbu, kterd vyhovuje dodate¢nym podminkam - napriklad tu, jejiz nékterd norma
je minimalni, jejiz nékteré prvky jsou nulové a nebo tu, kterd minimalizuje nékterou jinou

kriterialni funkci.
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